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ResumGLe transfert de chaleur instationnaire de convection for&e est determine pour un cylindre chaud 
place dam un &coulement instationnaire dont Ies fluctuations de vitesse sont faibles par rapport a l’ecouic- 
ment moyen. L’analyse est effect&e a partir des equations non liniaires de la couche limite laminaire 
instationnaire d’un fluide incompressible. Une discussion est effectute sur les transferts de chaleur sta- 
tionnaire et instationnaire aux faibles et aux grands nombres de Reynolds avec des comparaisons et des 
corrections sur quelques resultats d’autres auteurs. Les resultats du calcul, valables pour des nombres de 
Reynolds nettement superieurs a IO, sent compares a ceux fournis par une methode de raccordement 
asymptotique a partir des equations d’un ecoulement d’Oseen aux faibles nombres de Reynolds. Les 
resultats obtenus sont en bon accord avec les solutions analytiques de Lighthill pour les faibles frequences 
et donnent une information supplementaire sur les autres frequences. Une formulation du module du 
nombre de Nusselt instationnaire est deduite en fonction du nombre de Reynolds et de la frequence 
adimensionnelle pour une gamme du nombre de Reynolds inferieur et supbrieur a I’unite simultanement. 

1. INTRODUCTION 

LE PROBLPME de transfert de chaleur instationnaire 
autour des obstacles joue un role trbs important dans 
plusieurs problemes aerodynamiques, et en particulier 
dans I’interpretation des don&es experimentales de 
I’anemometrie a fil chaud [I, 21 et dans la com- 
prehension des effets des phenomenes dans les reson- 
ateurs acoustiques comme lc tube de Rijke [3, 41. 
Ce probleme a CtC aborde par plusieurs auteurs sous 
differentes formes suivant les valeurs du nombre de 
Reynolds, le type de convection, la geometric de I’ob- 
stacle, la forme de la vitesse du fluide libre: la dis- 
tribution de la temperature de la paroi, la position de 
I’obstacle par rapport a la vitesse de l’ecoulement, 
la compressibilite et I’incompressibilite du fluide, la 
stationnarite et l’instationnariti de I’ecoulement, etc. 

L’instationnarite du transfert de chaleur, due a la 
variation temporelle de la vitesse de l’ecoulement libre 
ou a celle de la temperature de l’obstacle, conduit a 
introduire la variable temporelle dans les equations 
du mouvement, ce qui entraine des difficult&s sup- 
pltmentaires pour l’ecriture et le calcul des solutions 
exactes ou approchees (Eichelbrenner [5]). 

L’etude de la convection for&e amour d’un 

obstacle fait intervenir simuitan~ment les equations 
de Navier-Stokes et de I’energie. Elle fait intervenir 
les nombres de Reynolds et de Prandtl ainsi que la 
difference de temperature entre la paroi solide et le 
fuide qui I’entoure ; lorsque les proprietes physiques 
sont constantes, les equations dynamiques peuvent 
etre resolues independamment de la connaissance du 
champ des temperatures. 

Pour les faibles nombres de Reynolds, on utilise 
souvent la methode de developpements asympto- 
tiques raccordes qui rend compte du phbnomene pres 

de I’obstacle et du comportement de I’ecoulement au 
loin respectivement par des developpements proximal 

et distal. Le regime d’ecoulement d’Oseen est le seul 
regime pour lequel il existe un traitement analytique 

complet. 
Pour les grands nombres de Reynolds, la couche 

limite est plus mince et l’ecoulement decolle a l’aval 
de l’obstacle ; dans cette dernihe zone, il n’est pas 
possible de calculer le transfert thermique, mais on 
admet souvent, faute de mieux, que ce phenomene du 

transfert de chaleur peut etre analyst: a partir des 
equations de la couche limite instationnaire. 

Ainsi quand le d~collement est exclu et l’ecoufement 

est incompressible, les equations de base, non line- 
aires, peuvent etre simplifites et il est possible de 
trouver des solutions analytiques ou numeriques. 

Cependant, un ecoulement de fluide compressible, 
caracterise par un nombre de Mach faible, se com- 
Porte essentiellement comme celui d’un fluide incom- 
pressible, a condition de choisir la chaleur massique 
a pression constante dans l’equation d’energie. L’effet 
de la compressibilite ne change d’ailleurs pas le carac- 
tere des solutions de maniere profonde 16, 71. Ainsi, 
dans ce contexte, les resultats de la theotie des couches 
limites incompressibles sont applicables en pratique 
aux nombres de Mach assez faibles. 

Ces divers aspects, d’une part dynamique et d’autre 
part thermique, ont fait l’objet d’un grand nombre de 
travaux analytiques et numeriques selon les valeurs du 
nombre de Reynolds et I’incompressibilite du tluide. 

1.1. Ecoulements aux grands nombres de Reynolds 
Le calcul de la couche limite instationnaire autour 

d’un cylindre circulaire est un probleme compliqui. 
De nombreux auteurs considerent que le calcul de la 
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NOTATIONS 

la lettre majuscule en indice de la R? nombre de Reynolds, ZUU,/V 
notation Nu designe I-initial du nom s surface du cylindre de I’elcmcnt 
d’un auteur designe les variables a chaufhdnt 
I’intcrieur des couches limites St nombre de Strouhal. Zcrm* ; Cl,, 
dynamique et thcrmiquc f tcmps 

* cn indice dcsigne une quantite F,, temperature permanente 
dimcnsionncc en cxposant dcsignc un 7, fluctuations de temperature 
nombrc complexc conjuguc 7 temperature en un point du fluide a un 

N rayon du fil cylindriquc d’un clement instant don& 
chauffant r, tcmpcrature de la paroi 

c paramctre de vitesse de I’icoulement au K temperature de I’ecoulement 
point d’art-it II vitessc de I’ccoulement exterieur 

C,, parametre permanent de vitesse de c’,, vitesse de I’ecoulement uniforme 
I’ecoulement au point d’arret 17. l? composantes de la vitesse 

C‘, parametre des fluctuations de vitesse de li,,, l’,, composantes stationnaires 
I’ecoulement au point d’arrct UI. F, composantes instationnaires 

C,. c’, chaleurs massiques a pression et a .Y abscisse le long de la paroi 
voiumc constant ?‘ ordonnee normale a la paroi. 

Gr nombre de Grashof 
i nombre complexc designant la racine Symboles grec 

cart-cc dc ~ I r constantc d’Euler 

L, longueur caracttristiquc i: paramctre de vitesse nettement inferieur 

k diffusivite thermiquc ai 

Nil nombre de Nusselt total moyen par unite 0 amplitudes complexes des fluctuations de 

de longueur du cylindre tcmpcrature 

NLI,, nombre de Nusselt permanent moyen par i. conductivite thermiquc 

unitc de longueur du cylindre 1’11 coefficient de viscosite cinematique 

Nu, nombrc de Nusselt instationnaire moycn PO masse volumique permanente 
par unite dc longueur du cylindre 

; 

argument du nombre de Nusselt 

P pression en un point du fluide i un instant fonction de courant 

donnc 10* pulsation des oscillations 

PC nombre de Peclet, 2al/,/l< n frequence adimensionnelle, aw*/2U,, 

Pr nombre de Prandtl, r/k R’ frequence adimensionnelle, w*,/Ui. 

couche limite au point d’arret represente dans une 
certainc mcsure les proprictes de la couche limite du 
cylindre circulaire. Pour les fluides incompressibles et 
pour les grands nombres de Reynolds les premiers 
travaux analytiques sur les couches limites insta- 
tionnaires ont commence avec Stokes [8], Rayleigh 
[9], Lighthill [lo] et Chcng et Elliot [I I]. 

Pour Lighthill, le transfert de chaleur instationnaire 
est principalement affect& par la convection for&e et 
I’inertie thermique qui tendent a produire son retard 
de phase avec la vitesse de I’ecoulement. Les solutions 
discutees par Lighthill sont valables pour dcs nombres 
dc Reynolds nettement superieurs a 10. domaine dans 
lcquel I’approximation de la couche limite conserve sa 
validite; elles sont donnees analytiquement par une 
mcthode integrale pour Its faibles et les grandes fre- 
qucnccs dans deux cas de paroi plane et cylindrique. 

Plusieurs auteurs ont completes les travaux de Light- 
hill dans le cas de la plaque plane aux deux niveaux 
experimental ct theorique [12-191. Dans le cas d’un 
cylindrc. dcs travaux analogues a ceux de Lighthill 

ont ete etfectues par Gribben [20] qui a donne des 
solutions analytiques sous formes de series, valables 
aussi pour les faibles et les grandes frequences ct con- 
duisant aux memes conclusions que Lighthill. 

Beaucoup d’autres auteurs ont contribue par des 
travaux thcoriques, a I’etude de la couche limite dyna- 
mique instationnaire autour des obstacles cylin- 
driques sans inclure le transfert de chaleur. Lc carac- 
tere doublcment parabolique, par rapport au lemps 
et a I’abscisse curviligne le long de la paroi, des equa- 
tions des couches limites instationnaires facilite leur 
resolution. Parmi les auteurs qui ont inclu Ic transfert 
de chaleur nous citons ceux qui ont evoques cclui du 
probleme cylindrique. Telionis et Romanuik [?I] qui 
ont combine une methode analytique d une methodc 
d’analyse numerique donnent des resultats valables 
[22] pour des nombres de Reynolds grands devant 
2 ‘_ Leurs solutions sont en bon accord avec cclles de 
Lighthill pour les faibles frequences, et oscillent au- 
tour de celles-ci pour les grandes frequcnces. II en 
est de memc pour le champ des vitesses obtcnu par 
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d’autres auteurs [23, 241 lors de la comparaison de 
leurs resultats avec ceux de Lighthill. Malheur- 
eusemcnt, Telionis et Romanuik n’ont donni ni les 
temperatures ni les transferts de chaleur dans le cas 
d’un ecoulement perturbe harmoniquement dans le 
temps. 

Enfin, nous citons aussi Apelt et Ledwich 12.51 dont 
les caiculs sont valables pour une gamme du nombre 
de Reynolds allant de 1 B 40. Pour le nombre de 
Nusselt stationnaire, leur resultat est en bon accord 
avec c&i experimental de Coliis et Williams [26]. 
Pour le nombre de Nusseit instationnaire, ils ont note 
qu’il est en quadrature retard sur ies fluctuations de 
vitesse pour les grandes frequences. 

1.2. Ecoulements auxfhibles nombres de Reynolds 
Quoique le probleme general de la determination 

du transfert de chaleur instationnaire ne soit pas bien 
maitrise. a cause de la complexite de ses equations, il 
a et& aborde par des calculs analytiques quand ie 
nombre de Reynolds est nettement inferieur a l’unite, 
c’est-&dire pour les ecoulements incompressibles du 
regime d’oseen. 

Ilhngworth [27] a CtC Ie premier a avoir trouve une 
relation non lineaire entre la vitesse de I’ecoulement 
et les fluctuations de transfert de chaleur en assimilant 
la composante de l’ecoulement a celle de l’ecoulement 
exterieur. Les deductions de l’analyse d’lllingworth 
sont les memes que celles don&es par Lighthill. 

Davies [28] effectue une analyse valable dans une 
gamme du nombre de Reynolds compris entre Gr I;3 
et 1 [26. 291. Ii utiiise seuiement i-equation d’energie 
dans son analyse simplifiee, anaiogue i celle de Cole 
et Roshko [30] et Levey [31] qui etudient un type 
d’equations d’Oseen dans le cas stationnaire pour les 
nombres de Reynolds RP petits devant 1. Pour le 
nombre instationnaire de Nusselt, Davies obtient une 
relation non lineaire similaire li celle d’lllingworth 
avec une difference d’un facteur muhiplicateur &gal ii 
0,5 et un nombre de Nusselt permanent ligerement 
different. 

Contrairement a Illingworth et Davies, Bayly [32] 
utilise les equations du mouvement et de l’energie, en 
appliquant une methode de developpements asympto- 
tiques raccordes et en suivant Ctroitement les exemples 
des Ccoulements d’Oseen trait& par van Dyke [33]. 
Les resuhats de Bayly sont ies memes que ceux des 
auteurs precedents, mais avec des valeurs differentes 
pour le nombre de Nusselt. 

2. EQUATIONS DE LA COUCHE LIMITE 

INSTATIONNAIRE 

Now nous interessons ici au transfert de chaleur 
instationnaire du a un fluide visqueux incompressible 
en ecoulement laminaire perturbt: autour dun cy- 
Iindre circulaire r&de chauffe & une temperature con- 
stante, ie nombre de Reynolds &ant suppose grand. 
Plus ParticuIi~rement, nous considerons ici, comme 
Lighthill et Gribben, le calcul dans la couche iimite a 

partir du point d’arret. La vitesse de l’ecoulement 
exterieur est done de la forme : 

u* = .x* c* (to) 

oh C,(t,) = C,+K,*(t*) est une fonction connue 
de vi&se. E &ant un parametre nettement infer&r ;i 
I’m-rite. 

En supposant yue l’ecoulement extcrieur ri la 
couche limite est l’ecoulement d’un fluide parfait irro- 
tationnel autour du cylindre circulaire de rayon a. la 
constante C,, est itgale a ~U,,/U au point d’art+ du 
cylindre. Pour un regime periodique etabli, le rapport 
C,,(t,)/C, est donnk. 

Aux grands nombres de Reynolds I’ecoulement 
plan au voisinage du point d’arret du cylindre est regi 
par les equations non lineaires des couches limites 
laminaires instationnaires dynamique et thermique. 
Lorsque le rapport (T,, - r,)/Tc de la difference des 
temperatures de la paroi et de I’ecoulement a celle de 
l’ecoulement est sufisamment petite, les proprietes 
physiques du fluide ne varient pas avec la temperature 
et les equations des couches limites dynamique et 
thermique sont decouplees. Ces equations sont les 
suivantes : 

?- 
~+$a 

* .’ 

X* _I* 
1 a/J* ;t+Q*;!+p*‘:“*- _._ 

-7 - 
o-u* 

-~ + 1?0 7 
* * 64’* po dx* c?yj 

aF* 3- ’ (VT* 
~t-+“*!5+“*~_7*;/. 

* cil’* p& s:’ 

En supposant qu’il n’y a pas de soufilage, les con- 
ditions aux limites du probieme se traduisent par : 

ii*=&=0 et i’*=T, pour_r,=O 

ti* = u*(x*,t*) = .x*C,(t*) et F, = T, 

ou la pression p* (.v*, t*) verifie la relation : 

c?ll* 
~ fU* $*. + .!_ ?Y* = 0 

* PO ?.u* 

avec 

p* = P*(X*. t*). 

Dans I’cquation de I’energie, la djssipation a et& 
negligee et iis n’ont pas ete pris en compte les pheno- 
m&es de production ou d’absorption de chaleur qui 
resulteraient par exemple d’un phenomene de rayon- 
nement ou de &activitC chimique. 

3. EQUATIONS ADIMENSIONNELLES 

Le calcul de la couche limite instationnaire autour 
d’un cylindre circulaire est un probieme complique. 
Cependant, l’analyse de ce probleme peut etre simpli- 
f%e quand les fluctuations de la vitesse de I’ecoule- 
ment exterieur sont nettement inf~rieures i la vitesse 
uniforme existant loin du cylindre. 
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En effectuant le changement de variable suivant : 

.I- = .r*iv~(yK,,) : j’ = s.*/\/(“l!C,,) ; 

d = Li* /J(“C,,) : 1; = ~*/J(vC,,) (1) 

u=LI*/J(\‘c,,); T= (T*-T,)/(T,-T,); 

t = t*C,, (2) 

les equations des couches limites instationnaires sous 

forme adimensionnelle s’ecrivent : 

avec les conditions aux limites : 

Li=C;=O et T=l poury=O 

et 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

ii = u; ? = 0 et 7 = 0 quand y estinfini. 

En ecriture adimensionnelle, u* et C,(t) s’ecrivent : 

u = K(t) et C(t) = I +E 
C,(t) 

c,, 

Pour unc regime periodique etabli, le rapport C,(t)/ 

C,, est donne. 

4. TRANSFORMATION DES EQUATIONS AUX 

DERIVEES PARTIELLES 

La connaissance de la forme de l’ecoulement exteri- 
eur u(.u, t) = K’(t) permet de generaliser les solutions 
affines du point d’arrit en regime permanent. Con- 
siderons pour la vitesse S(.v. _r, t) unc solution de la 
forme : 

Li(.l.,J, t) = .\rO(y, t). 

En reportant cette expression dans I’equation (3.1), 

on obtient : 

1’(x,y, 1) = 
s 

o(s’, t) d< + K(.x, t) 
0 

= I+, t)+K(x, t). (4) 

Par suite I’equation (3.2) s’ecrit sous la forme : 

dC 
= _dt +C’+ $?..r). 

Cette equation et l’equation (4) montrent que K(.u, 
t) doit Ctre nulle, soit : 

zy.r,_r. t) = V(y. t) = S’ &s’, t) dt. 
0 

Pour la temperature T(x. r, t), on verihe qu’on a 
une solution independante de la variable X. et fonction 
des seules variables r et t (que nous noterons F(r, t) 
par souci de simplification) : 

T = QJ. t). 

4. I. Function & couramt 
Introduisons la fonction de courant $(.x. _r, t) telle 

que : 

(‘I) 
C(.r. y, t) = x et F(.u,_r, t) = - 

(;* 

?.Y 

Integrons la premiere equation en utilisant (4) il 
vient : 

$(x,_r, t) = .uF(y. t) +G(.v, t). 

Les composantes de la vitesse s’ecrivent : 

ire’ 
r;(r,c’, t) = -F(J), t) - (7s (.Y, t) 

soit, en tenant compte des conditions sur la paroi : 

C(.U,J,, t) = - F(y, t). 

4.2. Lrs Pquations transform&s 
Les equations verifiees par les fonctions F(J~, t) et 

F(J, t), obtenues a partir des couches limites dyna- 

mique et thermique sont : 
7 

i’F 
--F$= C’(t)+C’(t)+ (:,,’ (5) 

et 

(6) 

avec les conditions aux limites : 

F(0, t) = ;f(O, t) = 0; F(O, t) = 1 

lim ‘iF(_r, t) = C(t) et 
1-1 c?J’ 

lim F(_r, t) = 0. 
\-I 

Le systeme d’tquations aux d&i&es partielles ainsi 
obtenu, a deux variables J’ et t, montre bien que la 
forme des solutions choisies est convenable. Quelle 
que soit la variation de la vitesse exterieure en fonction 
du temps, la couche limite est done caracterisee par 
une epaisseur independante de I’abscisse x. 

4.3. Equutions linhwis&s 
Le regime permanent verifie un systeme d’equations 

differentielles non lineaires a une seule variable ,I’. La 
linearisation des equations transform&es est main- 
tenant Waite autour de la solution permanente cn 
supposant que a C, est tres petit devant Co (E K I). et 
un considerant pour F(J, t) et T(_r, t) des solutions 
de la forme : 
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F(y, t) = Fo(y)+~FI (y, t) avec EF, << F0 

F(y, t) = iT,(y) +ET, (JJ, f) avec ET, << FO. (7) 

4.3.1. Rkgime permunent. L’ordre &x0 en E des 
kquations (5) et (6) donne les Cquations non IinCaires 
de r&me permanent & une variable y : 

F’;+F;,F,-F;‘= -1 

et 

Ij’a+PrF,F:6 = 0 

avec les conditions aux limites : 

(8) 

F,(O) = F’,(O) = 0; ,‘i/y_ F;>(y) = 1 

F*(O) = 1 et !I: fO(y) = 0. 

4.3.2. Rk,qime instationnaire. L’ordre 1 en E des 
Cquations (5) et (6) donne les kquations IinCarisCes du 
rkgime instationnaire, ii deux variables JJ et t : 

avec les conditions aux limites : 

F,(O, t) = F;(O, t) = 0; ,hi~ ;; = ‘2’ 
0 

i;, (0, t) = 0 et Er, f, (I‘, t) = 0. 

Le systime g l’ordre 1 itant lirkaire, on peut done 
appliquer la mkthode des amplitudes complexes en 
considkrant pour F, et F, des solutions de la forme : 

F, lr, t) = #+I era’ 

?:, (y, t) = Q(v) e’“‘. (9) 

Ainsi le sysdme non linkaire d’kquations aux 
d6rivkes partielles est ramenC g un systhme d’bquations 
diflkentielles ordinaires, plus faciles B rtsoudre 
numiriquement : 

-#“-F,~“+(ia+2F6)6t’-F’~# = 2+iQ (10) 

6” + Pr F,G’ - Pr i& = - Pr c#IT” (11) 

avec les conditions aux limites : 

(p(O) = 4’(O) = 0 et ,‘;I $‘(y) = 1 

d(0) = 0 et ?ii~ G(v) = 0. 

5. RESOLUTION NUMERIQUE ET RESULTATS 

On utilise le schkma numkrique de Runge-Kutta 
pour rksoudre les quatre equations diff~rentielles qui 
permettent de calculer les flux de chaleur permanent 

et instationnaire. L’utilisation de ce schema nkessite 
la connaissance de toutes Ies conditions initiales 
jusqu’& un degrk infkrieur d’une unit& 2 celui de 
l’tquation dif%rentielle considtrke. Dans notre cas, 
ceci nkessite la d&termination des conditions aux 
limites manquantes: on associe une mkthode de tir 
corrigk i la mkthode de Runge-Kutta. Celle-ci 
consiste 8 dkmarrer avec une condition i l’origine 
dont la valeur est choisie arbitrairement, et B la 
corriger jusqu’i ce que la condition li I’infini soit 
vttrifike. 

Ainsi, il faut dkterminer les valeurs de F;(J) et de 
6’(r) quand y est Cgal ii zkro, et par conskquent leurs 
nombres de Nusselt correspondants. 

L’kquation (8) est rkelle, par contre les kquations 
(10) et (1 I) sont complexes et par suite les solutions 
gh(,y) et d(y) le sont aussi. En skparant les parties 
rklle et imaginaire, ces solutions s’ikrivent : 

4(r) = 460’) +$,(d 

e&(y) = G>,(y) +iG,(y). 

Ainsi, nous avons calculk F&J), &(O) et G):(O) 
pour plusieurs valeurs de R. 

D’autre part, soit Nu le nombre de Nusselt moyen 
par unit& de longueur du cylindre : 

Pour pouvoir comparer nos rtsultats ii ceux donnks 
par d’autres auteurs, il faut calculer les nombres de 
Nusselt stationnaire et instationnaire. En se basant 
sur les transformations don&es en (1) et (2), et en 
effectuant le changement de variable tel que 
d.x, = ad&, il vient en utilisant les relations (7) et 

(9) : 

Nu = -,/(Re)[f~(O)+&(O)e’“‘] 

ou encore 

Nu = Nu,+&.i, einr. 

5. I. Le nombre de Nusselt permanent 
Le nombre de Nusselt permanent NuO se traduit 

done par : 

Nuo = -J(Re)p,(O) avec p,(O) = -0,501434. 

De nombreux auteurs ont essayi: de donner la loi 
de transfert de chaleur stationnaire. Pour les nombres 
de Reynolds supkrieurs B 1, nous avow cornpark (Fig. 
1) notre expression 2 ceIIe don&e ex~rimentalement 
par Collis et Williams 1261 et celle don&e tht?o- 
riquement par Gribben [2Of dont les expressions sont 
respectivement : 

Nu,, = (0 24+0 56 Re0,41) 9 > 

pour Pr = 0,72 et 0,02 < Re cc 44 

Nuoc = 0.48 Re”.5’ 
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o oenn1s. Hudtion et Smith 
I Apelt et Ledwich 

FIG. I. Variations des nombres stationnaires de Nusselt Nu,, 
en fonction du nombre de Reynolds. 

pour Pr = 0,72 et 44 < R~J < I40 et 

IVU hc; = -k Pr J(Re). 
t’ - 

Nous avons ajoutC dans la figure deux valeurs de 
celles don&es numkriquement par Dennis et al. [34] 
et Apelt et Ledwich [25]. Les autres valeurs sont re- 
port&es dans la Fig. 2 pour des nombres de Reynolds 
infkrieurs & 40. Nos risultats et tous ces r&sultats sont 

en bon accord. Sauf que le r&&at de Apelt et 
Ledwich, pour Re = 1, prt-sente un &art de 3 & 5%. 

Pour les nombres de Reynolds infkricurs i I la 
comparaison des expressions de Bayly [32], Illing- 
worth [27] et Davies [28] avec celle de Collis et Wil- 
liams montrc un d&accord pour les nombrcs dc Reyn- 
olds superieurs i 0.04 (Fig. 2). Avec : 

i 

2 

‘+ -- _.r’ 
(In (8/E%)) I 

Nu w 

Ceci nous a rameni: i comparer ces rtrsultats ri 

d’autres rksultats thkoriques basks soit sur I’ap- 
proximation du champ de vitesse dans 1’6quation 
d’knergie (Cole et Roshko) [30], soit sur la mkthode 
de dkveloppements asymptotiques raccordks (Kassoy, 
Wood, Hiebert et Gebhart et Proudman ct Pearson 

[35-391). Avec : 

NLf,,, = Nu,,, - 1, (N&f,,,) 3 d’ !!4,+ ~(~U~~,) 

Nu ow = N, -NZ-NJ +0[1/(ln Re)‘] 

Nil 
2 2u,(Pr) 

“” = In (SjPe) - I- [In (8/Pe) -IJ3 

+ O[ln (Re) “1 

06 M, une constante d&pendant de la valeur du nom- 
bre de Prandtl et, E, et z2 deux parametres tels que : 

_ ._ _ _ _ _ _ _ Coilis et Willlams A. 

-- Illlngworth 

9 
-_-- Bayly. Davxes, coie et Roshko 

Hlebert er Gemart 9 

--- woo0 

9’ 
-_-. KasSOy 

m’ 

I / I 
02 1.0e-01 i.oe+oo 1.@?+01 * a2 

Re 

FIG. 2. Variations des nombres stationnaires de Nusselt Ak, aux faibles nombres de Reynolds. 
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E, = [In(S/Re)-r+0,5]-‘; sz = [In(S/Pe)-r]-’ 

et 

N, = Nuon; 

N2 = i(Pr)/[ln(S/Pe)-_]*[ln @/Re)--r]; 

N, = ~~(~r)-O,5~.(~~)]/ 

[ln(8~Pef-f]L(ln{8~Re)-lr]~ 

/,(0,72) = I,38 ; p(O,72) = 0,40; u,(O,72) = 1,38. 

Les resultats de Wood [36] et de Hiebert et Gebhart 
[37] sont les seuls resultats qui sont en bon accord 
avec ceux experimentaux de Collis et Williams [26] 
pour Re < 0.3 (Fig. 2). 

La variete des resultats sur le nombre permanent 
de Nusselt montre que le champ de vitesse ne peut pas 
itre approxime dans l’equation de l’bnergie par la 
vitesse de I’ecoulement exterieur. De plus, elle montre 
que ia methode de d~veloppements asympt~tiques 
fournit de bon resultat a partir des approximations 
du deuxieme ordre. 

5.2. LP nomhre de Nusselt insfationnaire 

Le nombre de Nusselt instationnaire se traduit par: 

Nu, = -J(Re)@(O) 

G’(O) est complexe. Son module et son argument sont 
respectivement : 

{6’{O)I = ~(~~*(o)+~~~(o)); 

4 = Arctg ~~~(O)/~:(O)]. 

Soit 

Sur les Figs. 3 et 4 now avons represent&, en fonc- 
tion de la frequence adimensionnelle Q, respec- 
tivement le module et l’argument de Nu, fournis par 
le calcul numerique en les comparant respectivement 
aux modules et aux arguments des nombres insta- 
tionnaires de Nusselt donnes par Lighthiil [lo] et 
Gribben [20] (p et g disignent respectivement les 
petites et les grandes frtquences) : 

NU ,L, = Nuw.O.5 
I + 0,04 - 0,9isf 
I+067,09iR 

I % 

NU ,L, = N~~,*0.5: 

Nu ,o, = NM= (0,5 - iO,35Q) 

Nu,d, = Nu,, 
[ 

1,028 3,477 . 0,514 3,477 
-___ -I 
if2 Q5’2 ( 

7 + 5xX 
>I 

. 

Les representations des Figs. 3 et 4 montrent le 
bon accord du calcul numtrique et des resultats de 
Lighthill et Gribben pour Ies faibles frequences. Pour 
les frequences moyennes ou les resultats de Lighthill 

/ I / 

I 

I%-1000 

Llghthlll 

FIG. 3. Mod&s des nombres instationnaires de Nusselt Nu, 
en fonction de la frkquence adimensionnelle R. 

et Gribben ne sont plus valables, le calcul numerique 
fournit les valeurs necessaires. Pour les grandes 
Frequences, le calcul numerique montre les valeurs 
exactes. 

D’autre part, connaissant les valeurs numeriques 
de la partie reelle G):(O) et de Ia partie imaginaire o:(O) 
nous avons formule t%‘(O), en fonction de la frequence 

FIG. 4. Arguments des nombres instationnaires de Nusseit 
IVU, en fonction de la frkquence ad~mensionnelle Q. 



FIG. 5. Parties rkelle et imaginaire de ~~~~~~~~~~ en fonction 
de la frkquence adimensionnelle 8. 

adimensionnelle a, par des approximations poly- 
nomiales et logarithmiques telles que A(R) = -a:(O)/ 
Pi, et B(Q) = &(0)/p”. Ainsi pour: 

$2 G I A(R) = 0,499+0,00lR-0.23752’ 

+0,015R~+0,094~4-0,035R~ 

1 <R<2 d(~)=O,~9-0,42~ 

+ 0.099k-P - 0,008~~ 

R 3 2 A(Q) = 0,605R I.“’ 

et pour 

Q $ 2 R(Q) = 0,35052+0,01 IQ’-0,204ni 

+0,105~4-0,017R5 

2 4 0 .< 3 B(Q) = -0,099+0,69lQ-0,46411:’ 

+0.131R~-0,014W 

Q 3 3 B(R) = 0,623W ‘.O1o. 

A(Q) et B(R) sont don&s avec une erreur de l’ordre de 

lo-* (Fig. 5). 

Ainsi 

Nu, = -,,/(Re)?O[-A(Q)+iB(R)] 

= Nu,,[--A(R)+i&2)]. 

5.3. Comparaisons des modules de Nu, aux .faibles Pt 
aux granh Re 

Nous avons represent& les modules des nombres insta- 
tionnaires de Nusselt simultan~ment aux faibles et aux 

grands nombres de Reynolds en fonction du nombre de 
Reynolds pour plusieurs valeurs de la frequcnce adim- 
ensionnelle R (Fig, 6). Les resultats rcpresentcs sent, 
d’une part, ccux de Lighthill, de Gribben et du calcul 
numerique aux grands Rr, et d’autre part, ccux d’Il- 

lingworth [27]. de Davies 1281 et de Bayly [32] aux pctits 
RP. Avec : 

In (I +4iko*/U~) 
Nu,, = ;(Nzr,,,)‘- ---~~ -~ 

4iko* / U 5 

Nous avons ajoute a ces representations les courbes 
de I’expression corrigee de Bayly due a la correction du 
nombre permanent de Nusselt et qui est donnee par: 

NU 
In (1+4ikw*/U$ 

,H< = INu,,,. *I%,, 
ilikw,lUt 

Les courbes de la Fig. 6 montrent quc cette com- 
paraison ne permet pas d’avoir une esti~dtion de ia loi 
pour les valeurs inte~~diaires du nombre de Reynolds. 
La dependance de ]Nu, / en fonction du nombrc de 
Reynolds est differente pour les petites et les grandes 
valeurs de ce nombre. 

Au tours de differents essais de representation des 
resultats. nous avons remarque qu’il Ctait possible d’ob- 
tenir une representation unique pour les domaines du 
nombre de Reynolds a condition de definir une pro- 
cedure differente dans chaque cas. En effet, on a fdit les 
constations suivantes : 

l pour les nombres de Reynolds faibles, la loi de 
vacations de module de Mu, en fonction du nombre de 
Reynolds, pour une valeur constante de Q’ = 4QRr Pr, 
est une droite en coordonnees logarithmiques telle quc : 

/A’u,,,l = D(SZ’)Re”c”. 

l le coefficient D et I’exposant c’ prennent pour une 
valeur donnee de a’, des valeurs approximativement 
egales aux valeurs correspondant a la meme rep- 
resentation aux grands nombres de Reynolds pour la 
meme valeur de 52. En d’autres termes, aux grands nom- 
bres de Reynolds, le module de Nu, est une fonction de 
Re et de 51 et, peut itre aussi exprime par une estimation 
semblable a celle dtja Cvoquk : 
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FIG. 6. Modules des nombres instationnaires de Nusselt Nu, en fonction du nombre de Reynolds pour 
diffirentes valeurs de R. 
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;: 
I 5 ‘a”“‘, c”‘*L’, ,“a”‘, “,“‘1, 7 1’71 1ooe-02 I’.oe-01 1 oe+oo 1.0ecoi 1.0e+02 i c 

Rc 

g ] ~~_:::j , ,,,,, ~, 

1700e-02 

, , ,,,,, / 

i.oe-Oi 1.oetoo i.oe+01 i.oe+o2 1 oe+03 

Re 

BWlY 
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---_ eayly c0rrlg 

I 5 “-“l ’ “““‘I ’ ““‘1’1 “‘I 
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FIG. 7. Modules des nombres instationnaires de Nusselt Nu, en fonction du nombre de Reynolds pour 
diffirentes valeurs de ,/I 



Transfert de chaleur en icoulement pulsi: au point d’arret d’un cylindre chaud 3241 

Les fonctions C et D sont identiques du fait que la 
reprisentation en fonction du nombre de Reynolds 
des modules de Nu, de Bayly pour des valeurs de la 
frkquence adimensionnelle R’ = Jet des modules Nu, 
du calcul numkrique pour des valeurs de la frkquence 
adimensionnelle n =f; montrent que la plupart des 
points de Bayly et du calcul numkique sont sit&s sur 
la m&me droite (Fig. 7). 

L’Cquation de cette droite dans un repbe B Cchelles 
logarithmiques se traduit par: 

Nu, = D(W) Re”@” pour Re < $56 

Nu, = D(n) Reccn) pour Re > 5,56. 

Les fonctions C et D sont reprksentkes dans les 
Figs. 8 et 9 en fonction de J Leurs approximations 
polyn6miales et logarithmiques fournissent les 
expressions analytiques telles que, pour: 

.f’< 1 C(f’) = 0,510+0,005f+0,558f2 

-1,076f3+0,857~4-0,256~5 

1 <f< 3 C(f) = O,496+0,185f-0,llOf’ 

+ 0,029f3 - 0,003f4 

3 <f < 30 C(f) = 0,6668fm0.0’34 

f> 30 C(S) = 0,5844f~0.0s46 

et pour 

,f’< 2 D(f) = 0,486-O,147f-0,348f2 

+0,506f3-0,260f4+0,047f5 

2 ,<f’< 3 D(f) = 1,001 - 1,096f+0,576f2 

-0,141f3+0,013f4 

f 2 3 D(f) = 0,3824S-0,“y’h. 

Ces expressions sont don&es avec une erreur de 
I’ordre de 10m4. 

5.4. Comparaisons des arguments de Nu , 
L’argument de Nu, don& par le calcul numirrique, 

est indbpendant du nombre de Reynolds ; il dipend 
seulement de la frkquence adimensionnelle R. 

Quant g l’argument & du nombre instationnaire 
de Bayly NulB, il est fonction de la frkquence adimen- 
sionnelle R’ = 4R/Re Pr. Sa reprksentation graphique 
en fonction de la frkquence adimensionnelle R et pour 
plusieurs valeurs du nombre de Reynolds est donnke 
dans la Fig. 10. Cette figure montre aussi la rep- 
ksentation graphique de & numkrique. La com- 
paraison entre &, de Bayly et &., est floue et ne permet 
aucune formulation ; il est bien entendu que & est 
valable pour les nombres de Reynolds nettement 
infkrieur A 1 et &, pour les nombres de Reynolds 
nettement supkrieur & 10. 

6. CONCLUSION 

Pour les grands nombres de Reynolds, le nombre 
de Nusselt permanent calcul6 par une mtthodc 

8_ 
0 

8_ 

d 

8_ 
0 

0 Approxlmatlons 
polynomiale et 
logarithmique 

+03 
f 

FIG. 8. Coefficient C en fonction de la frkquence adimen- 
sionnelle ,c 

numitrique, a prouvt: son bon accord avec les rksultats 
expbimentaux de Collis et Williams et analytiques 
calcuEs par la mkthode de Lighthill. L’analyse biblio- 
graphique a montrte que la dktermination du transfert 
de chaleur permanent, dans un icoulement aux faibles 
nombres de P&let ou de Reynolds, ne peut pas &tre 
acquise $ partir de l’kquation de I’Cnergie dans laquelle 

8 
ia”; I I I I , 

Approximations 
Polynomiale et 
logarithmlque 

; 
I ‘---“,“I ’ , ‘a”“, ’ #a”“‘, ’ ~‘,Y I#( 

1FOe-03 1.b02 1.oe-01 i.oe+oo I.Oe+Oi i,oe+02 I. 

FIG. 9. Coefficient D en fonction de la frkquence adimen- 
sionnelle .f: 
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n 

Fm. 10. Arguments des nombres de Nusselt Nu, en fonction 
de la frequence adimensionnelle R. 

on a approxime le champ de vitesse de 
I’ecoulement. La determination analytique du champ 
de temperature necessite done la connaissance du 
champ de vitesse. Pour cette determination, la methode 
foumissant des resultats en accord avec l’expkience 
est celle de diveloppements asymptotiques raccordes. 

Pour le nombre de Nusselt instationnaire, nos cal- 

culs numeriques ont permis de justifier quelques resul- 
tats aux faibles frequences et d’en donner des valeurs 
correctes pour les frequences moyennes et grandes. Ce 
nombre a Cte formule par des approximations poly- 
nomiales et logarithmiques. En outre, la comparaison 
de ce nombre a celui donne aux faibles nombres de 
Reynolds, par la methode de developpements 
asymptotiques raccordes, a permis de formuler le 
module du nombre de Nusselt instationnaire pour 
une large gamme du nombre de Reynolds inferieur et 
superieur a I’unite simultanement. Nous n’avons pas 
pu degager une formulation semblable pour les 
arguments. 

Le nombre instationnaire de Nusselt, montre 
quelque soit la valeur du nombre de Reynolds dans la 
gamme Ctudiee, que les fluctuations du transfert de 
chaleur sont en phase avec celles de la vitesse quand les 
valeurs de la frequence adimensionnelle sont faibles ; 
c’est I’ttat q.uasi-stationnaire. Cependant, le depart de 
l’etat quasi-stationnaire vers l’etat instationnaire se 
produit, quand la frequence adimensionnelle com- 
mence a croitre, premierement par une difference 
d’amplitude, et deuxiemement par une difference de 
phase ; la difference de phase est plus importante aux 
faibles nombres de Reynolds. Aux grandes fre- 
quences, la difference de phase est plus importante 
aux grands nombres de Reynolds, et le transfert de 

chaleur instationnaire est en quadrature retard sur les 

J.-L. PEUBE 

fluctuations de vitesse de l’ecoulement, quant a l’ampli- 
tude de ces fluctuations elle diminue avec l’accroisse- 
ment de la frtquence. 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

IO. 

Il. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

21. 

22. 

23. 

REFERENCES 

G. Comte-Bellot, Hot wire anemometry, Ann. Rev. Fluid 
Mech. 8 (1976). 
A. E. Perry, A. J. Smits and M. S. Chong, The effects of 
certain low frequency phenomena on the calibration of 
hot wires, J. Fluid Mech. 90,415432 (1979). 
Y. P. Kwon and B. H. Lee. Stability of the Rijke ther- 
moacoustic oscillation. J. Acoust. Sot. Am. 78, 1414 
1420 (1985). 
B. J. Bayly. Onset and equilibration of oscillations in 
general Rijke devices, J. Aw_~st. Sot. Am. 79(3), X46 
851 (1986). 
E. A. Eichelbrenner, Recent research on unsteady 
boundary layers. Pro<,. I. U. T. A. M. Symp., Quebec 
(1971). 
C. R. Illingworth, Steady flow in the laminary boundary 
layer of a gas, Proc. R. Sot. Ser. A 199, 533 (1949). 
K. Stewartson, Correlated compressible and incom- 
pressible boundary layers, Proc. R. Sot. Ser. A 200, 84 
(1949). 
G. G. Stokes, On the effect of the internal friction of 
fluids on the motion of pendulums, Mech. and Phys. 
Papers, III, Cambridge, pp. I-141 (1901). 
Lord Rayleigh, On the motion of solid bodies through 
viscous liquid. Phil. Mug. 21, 697-~711 (191 I). 
M. J. Lighthill, The response of laminar skin friction 
and heat transfer to fluctuations in the stream velocity. 
Proc. R. Sot. 222A, l-23 (1954). 
S. I. Cheng and D. Elliot, The unsteady laminar bound- 
ary layer on a tlat plate, Truns. Am. Sot. Me&. Engr.s 
79, 125%733 (1957). 
K. T. Yang, Unsteady laminar boundary layers over an 
arbitrary cylinder with heat transfer in an incompressible 
flow, J. Appl. Mech. 26, 171-178 (1959). 
K. T. Yang, Unsteady laminar boundary layers in 
incompressible stagnation flow. J. Appl. Me&. 25,421 
427 (1958). 
C. C. Lin, Motion in the boundary layer with a rapidly 
oscillating external flow, Proc. 9th Int. Con,yr. Appl. 
Mech., Brussels, Vol. 4, pp. 1355167 (1957). 
R. J. Nickerson, The effect of free stream oscillations on 
the laminar boundary layers on a flat plate, SC. D. Thesis, 
Massachusetts Institute of Technology (1957). 
N. Rott and M. L. Rosenzweig, On the response on the 
laminar boundary layer to small fluctuations of the 
face stream velocity, J. Aeronautical Sci. 27, 741.-747 
(1960). 
A. Ghosh, Contrtbutton a l-etude de la couche hmtte 
instationnaire, Publications scientifiques et techniques 
du Ministere de l’air No. 381 (1961). 
I. Teipel and Z. Fluguris. Calculation of unsteady lami- 
nar boundary layers by an integral method, Zeit /iir 
F/ugw. 18(2/3). 58865 (1970). 
P. G. Hill and A. H. Stenning. Laminar boundary layers 
in oscillatory flow, ASME J. Basic Engng 82D, 593-608 
(1960). 
R. J. Gribben, The fluctuating flow of a gas near a 
stagnation point on a hot wall. J. Appl. Mech. 38, 820- 
828 (1971). 
D. P. Telionis and M. S. Romanuik. Velocity and tem- 
perature streaming in oscillation boundary layers. AIAA 
J. 16(5), 488-495 (May 1978). 
D. P. Telionis and M. S. Romanuik, Non linear stream- 
ing in boundary layer flow, Proceedings of 12th Annual 
Meeting of the Society qf Engng SC., pp. 1 I6991 180 
(1975). 
R. C. Ackerberg and .I. H. Phillips, The unsteady lami- 
nar boundary layer on a semi-infinite plate due to small 



Transfert de chaieur en Ccoulement ~~1st au point d’arret d’un cylindre chaud 3249 

fluctuation in the magnitude of the free stream, J. Fluid 
Mech. 51, 137-157 (1972). 

24. J. H. Phillips and R. C. Ackerberg, A numerical method 
for integration the unsteady boundary layer equations 
when there are regions of backflow, J. Fluid Mech. 58(3), 
561-579 (1973). 

3 I. H. C. Levey, Heat transfer in skin flow at low Reynolds 
number, J. Nuid Mech. 6, 385-391 (1959). 

32. B. J. Bayly, Heat transfer from a cylinder in a time- 
dependent cross flow at low Peclet number, Phys. Fluids 
28(12), 3451-3456 (1986). 

25. C. J. Apelt and M. A. Ledwich. Heat transfer in transient 
and unsteady flows past a heated circular cylinder in 
the range 1 4 R < 40, J. Fluid Mech. %(4), 761-777 
(1979). 

26. D. C. Collis and M. J. Williams, Two-dimensional con- 
vection from heated wires at low Reynolds numbers, J. 
Fluid Mech. 6,357-384 (1959). 

27. C. R. Illingworth, A note on fluctuating heat transfer at 
small Peclet numbers, J. Fluid Mech. 7,442%448 (1960). 

28. H. G. Davies, Fluctuating heat transfer from hot wires 
in low Reynolds number flow, J. Fluid Mech. 73(l), 49% 
51 (1976). 

33. M. van Dyke, Perturbation Methods in Fluid Mechanics. 
Parabolic, Standford, CA (1975). 

34. S. C. R. Dennis, J. D. Hudson and N. Smith, Steady 
laminar forced convection from a circular cylinder at 
low Reynolds numbers, fhys. Fluids II, 933-940 (1968). 

35. D. R. Kassoy, Heat transfer from circular cylinders at 
low Reynolds number, I-Theory for variable property 
flow, Phys. Fluids 10,938-946 (1967). 

36. W. W. Wood, Calculations for anemometry with fine 
hot wires, J. Fluid Mech. 32(l), 9-19 (1968). 

37. C. A. Hiebert and B. Gebhart, Low Reynolds number 
heat transfer from a circular cylinder, J. Fluid Mech. 
32(l), 21-28 (1968). 

29. J. J. Mahony. Heat transfer at small Grashof numbers, 38. S. Kaplun, Low Reynolds number flow past a circular 
Proc. R. Sac. A 238,412-423 (1956). cylinder, J. Math. Mech. 6, 595-603 (1957). 

30. J. Cole and A. Roshko, Heat transfer from wires at small 39. J. Proudman and J. R. A. Pearson, Expansions at small 
Reynolds numbers in the Oseen range, Proc. of Heat and Reynolds numbers for the flow past a sphere and a 
Fluid Mech. Inst., pp. 13-23 (1954). circular cylinder, J. Fluid Mech. 2 (1957). 

HEAT TRANSFER IN PULSED FLOW AT THE STAGNATION POINT OF A HOT 
CYLINDER 

Abstract-The unsteady heat transfer of forced convection is studied for a heated cylinder placed in 
unsteady flow; the velocity fluctuations are less than the mean flow. The numerical method is carried 
out using non-linear equations of the unsteady laminar boundary layer of an incompressible fluid for 
stagnation point. The numerical results are in agreement with the Lighthill analytical solutions for small 
frequencies; they also give supplementary information for the other frequencies. A review on steady and 
unsteady heat transfers for low and large Reynolds numbers is done with comparisons and corrections for 
some important results. Our method’s results, valid for Reynolds numbers much greater than 10, are 
compared to those given by matched-expansion theory using Oseen’s flow equations for low Reynolds 
numbers. Thus, the unsteady Nusselt number formula, a function of Reynolds number and normalized 
frequency, is deduced for a range of Reynolds number less than and greater than the unit simultaneously. 


